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Soit k un corps local de dimension N au sens de Parshin-Kato, c’cst-a- 
dire que k est l’aboutissement d’une chaine de corps k,, k,. . . . . k, = k 
satisfaisant les conditions 
(i) k, est un corps lini, 
(ii) pour chaquc i= 1, . . . . N, k, est un corps complet pour une 
valuation discrete a corps residue1 k, ,. 
Soient X une courbe projective, geometriquement irreductible, lisse, definie 
sur k, y un entier premier a la caracteristique p du corps k,. Nous sup- 
poserons que k, contient les racines y-iemes de l’unid (hypothese mineure). 
Par la combinaison de la dualite de Poincare pour X= Xx, kscp et la 
dualite de Tate ttendue par Parshin-Kato pour la cohomologie de k, nous 
etablissons d’abord dans le cas N = 0, 1,2, 3 une dualite Ctale de groupes 
finis entre H”+*(X, p,) et H’(X, p,) (i.e. H”+*(X, p,) peut s’interpreter 
comme le groupe ny”( X)/q . @(X)). Dans le cas particulier oti N = 0, nous 
retrouvons la dualite parfaite bien connue entre H’(X, pLy), et H’(X, p,) et 
qui constitue d’ailleurs l’essentiel du thtortme de duahte Ctale pour les 
courbes X dtiinies sur lcs corps finis. Dans le case N = 1, la dualite entre 
H3(X, ,u,) et H’(X, p(,) a deja tte mentionnee par S. Saito [ 12, p. 721 et par 
S. Bloch [ 1, p. 2451 en haut dans lc cas p-adique. Si N est quelconque > 4: 
il est probable qu’elle reste vraie (il en sera ainsi dbs que l’on aura etabli 
la conjecture 1 de [S, section 1, p. 608]), mais nous devons imposer une 
condition supplementaire de bonnes reductions sous les reductions suc- 
cessives de k, mod xi, i variant entre 1 et N, ?li designant une uniformisante 
de ki. Nous obtenons ensuite a partir de la dualite prtcedente un thtoreme 
du type Tate-Poitou pour le corps K des fonctions de la courbe X qui 
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constituc le theorkme central (theoreme 3.1) et, de la, l’existence, dans le 
cas N = 1, d’une suite exacte longue (theoreme 4.1) generalisant celle de 
Tate pour le cas d’un corps de nombres. Cc travail s’inscrit dans le fil d’un 
papier antericur [2] dans lequel nous avons Ctabli la validite du theoreme 
de Tate-Poitou pour les corps de fonctions des courbes delinies sur les 
coprs locaux du type C((t)) avec C algebriquement clos de caractkistique 
0. 
Soient M en enticr 20, k,, . . . . k, une chaine de corps satisfaisant aux 
conditions (i) et (ii) de I’introduction et faisant de k, un corps local de 
dimension Iv au sens de Parshin Kato [4, 5, 111. Nous denoterons k, par 
k, k,v-, par F. Le thtoreme III de [S, p. 6051 nous dit que k est de dimen- 
sion cohomologique (JV + I ). Dans toute la suite, q dbignera un entier > 0 
premier a la caracteristique p de k, et nous supposerons pour simplifier 
quc k, contient les racines q-iemes de I’unite. 
I. RAPPELS ET CAICULS GALOISIENS 
1.1. Soit k,, l’extension maximale non ramiliee de k. Identifications F, 
avec le corps rksiduel de k,,. Nous avons 
fW,m P,) ‘v ” 
si i=o 
p’y 
si i= 1. 
La suite spectrale H*(F, H**(k,,, p,)) * H*(k, ,u,) (cf. [4, p. 3473) fournit 
alors la suite exacte (Godcment [3, Chap. TV, thkoreme 4.6.21) 
. ..+ ~$0, Hi(k, p,)- ET- 1.1 _* E’,t 1.0 
- Hii ‘(k, p(,) - . . ., i> 1, 
qui s’ecrit 
. ..+ H’(F,p&~ H’(k,pJ- H’ V,P,) 
- Hi’ ‘(F, p(,)- . ..) i> 1. 
Les suites courtes H’(F, p,) 3 H’(k, p,) A Hi ‘(F, cl,) pour i 2 1 se 
scindent a l’aide des applications inverse a 6. Nous avons 
H’- ‘(6 P,) - ff’(k, /A,) 
w- (-l)i-r{i;(w),7r} 
ou 7c = rrN est une uniformisante de k et {i:(w), rr } denote le cup produit 
i:(w) u ii, r? designant I’image de rt dans k*/(k*)” 2: H’(k, p(,) par l’applica- 
tion canonique k* + k*/(k*)“. Le signe (- 1)’ ’ trouve sa justification 
LE THkORhl! DE TATE -POITW 183 
dans le lemme 1 de [IS, section l-23. On en deduit, pour tout i > 1, uric 
suite exacte courte scindee 
0 - ff’(F, p,) L ff’(k, P,,) - H’ ‘(F, PC,) - 0 (1) 
(cf. le lemme 2 de [S, section 3.21 ou (5), p. 216 de l’introduction de [6] 
ou le thtoreme 3-( 1) de [6, p. 2191). Dans le cas particulicr ou i = N + 1. 
H’ ’ ‘(F, p,) = 0 puisque F= k,.- , est de dimension cohomologique N et la 
suite cxacte (1) donne H”’ ‘(k, p,,) = H”(F. p,) (2 H” ‘(k,. .?, p,,) 
1 . . 2 H’(k,,, p,) e Z/‘qZ). 
1.2. P~orosrrro~. L’uccoupfement H’(k,p(,) x H” ‘* ‘(k,p,)+ H.’ ’ ‘(k,p,) 
2: Z;‘qZ, 0 < i < N + 1, met lesgroupesfinis H’(k, pil) et H” ‘-’ ‘(k, ,u,) en 
dualitl parfirite. 
(cf. le thtoreme 4 de Parshin [ 111; comme k contient les racines y-iemes 
de l’unitt, poi = p,). 
Rcmarquons d’abord que la suite exacte scindee (1) per-met d’etablir par 
recurrence la fmitude des groups H’(k, p,) pour 1 d i< N + 1. On etablit 
alors la proposition par recurrence sur la dimension cohomologique A’ de 
F. Par (l), on a 
-W, P,) = H’(F, P,)@ H’ ‘(6 A,) 
H” ” ‘(k, pu,)= H”-‘+‘(F, p,)@ H.‘--‘(F, p,), 1 6 i d N. 
Par hypothbe de recurrence, F est de dimension cohomologique N et 
pour 1 < i< N, H” ‘(F, p,) (resp. HI’-“- “(F, p,)) est le dual de H’(F, p,) 
(rcsp. H’ ‘(F, p,)), d’ou l’on dtduit la dualitc entrc M’(k, p,) et 
H.V ” ‘(k, p,) pour 1 <i< N dans la proposition 1.2. Or pour N= 1 (K 
corps p-adique ou corps de series formelles en une variable sur un corps 
fini), la dualitt de la proposition 1.2 est bien connue. Elle est done vraie 
pour N quelconque et 1 d i d N. Comme pour i = 0 et i = N + 1~ la dualite 
est evidente, la proposition est ainsi demontree. 
1.3. COROLL.AIRE. Soient X une courhe projectbe, non singuiihe, 
gbomttriquement connexe dkfinie sur k. Le terme Ep2 de la suite spectra/e 
H*(k, H*(T, p(,)) * H*(X, p,) est dual du group k*i(k*)“. 
En effet El’.‘= H”(k, H2(y, ,LL,)) est isomorphe a H.‘(K, p,), done au 
dual de kli(k:)‘= H*(k, p,) par la proposition 1.2. 
1.4. PROPOSITION. Le term E$’ + ’ ’ de la suite .spectrale du corolluire 
prtctdent est dual du group j(k)II. Autrement dit, 
H” + ‘(k, H’(I, p,)) = N’+ + ‘(k, .I,,) = j(k),,. 
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J designe la Jacobienne de X, j sa duale. 
Pour tout Gal(k,/k)-module lini A, un devissagc du type de celui de la 
proposition 14 de [14, p. II-211 montre que, pour tout i>O, H’(k, A) est 
lini. Puisque k est de dimension cohomologique (N+ l), la proposition 17, 
p. l-27 de Cl43 montre alors que H” ’ ‘(k, Jy) N j(k)y. 
1.5. Nous pouvons resumer les resultats obtenus pour p + q = N + 2 
comme suit: 
(1) E; ,2.0= f,,v+2 (k,H”(&u,))=H”+2(k,uLq)=0 (cd(k)=N+l) 
(2) E”+ ‘*I Y j(k)(,, 
(3) EF2&j($, 
(4) E; 1 2 -Ai= 0 pour N+2>.j>3. 
1.6. Pour p + q = N + 3, le seul terme terme non nul de la suite spectrale 
est le terme ET+ ‘7’ = H”+ ’ W, HZ@, P,)) = HN+ ‘(4 P,) = pq. 
11. UN THkORkME DE DUALITi 
2.1. TH~OR~ME. Soient k = k, un corps local du type considtre par Kato, 
q un entier premier a la caracteristique p de k,,, X une courhe projective, 
non singuliere, geometriquement connexe, difinie sur k et admettant un point 
k-rationnel. Supposons l’une des conditions suivantes realisee: 
(i) ou N=l,2,3, 
(ii) ou N est quelconque mais sous les reductions successives de 
ki mod ni, lorsque i decroit de N a 1, 7ci dtant une uniformisante de ki, la 
courbe X admet a chaque ttape bonne reduction (pour la notion de bonne 
reduction d’une courbe definie sur un corps local, on renvoie a la proposi- 
tion 2.4 de [ 1, section 23). 
Nous avons alors un accouplement 
HA+ ‘(X, /A,) x H’(X, u,) - H”+ 3(X, u,) 
I? 
H”+ ‘(k, u,) 
I? 
b 
qui met en dualite par-aite les deux groupes finis H”+ ‘(A’, u,) et H’( X, ,u,). 
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L’hypothese de bonne rtduction dans (ii) generalise l’hypothese de 
bonne reduction faite dans la proposition 2.4 et le thtoreme 2.9 de [I] 
pour le cas N = 1 et k un corps p-adique. 
Dans ce cas N = I, k p-adique, l’accouplement precedent a deja ete con- 
sidere par S. Bloch dans la demonstration du lemme 2.18 (diagramme 2.19) 
de [l] mais pour y = p et par Saito dans le n“ 5, chap. II (isomorphisme 
(4.4)) de [ 121. 
Lc theoreme est vrai pour N = 0: c’est le theorime de dualite bien connu 
pour les courbes delinies sur les corps dinis (cf. par ex. Milne [9, chap. V, 
corollaire 2.31). 
Dc!monstrution. Now montrerons que H.“-‘(X. II,) est une extension 
du groupe E:’ par le groupe Er + ‘.’ ou ESsq = lf”(k, Hq(F, n,)). Par les 
egalites 1.5 (2) et (3), la suite exacte 
O--A E;’ I,‘--, If”+‘(X, p,)- H:‘(k, H2(x, p,)--+ 0 
/, I< 
H”+ ‘(k, Jq) H.“(k pq) 
(2) 
sera alors duale de la suite exactc 
k* 
0 - j(k)<, - H’(X, pq) - - 
(k*)q -’ 
(pour cette derniere suite exactc deduite de 1 -+ ,u~, ---f G,” li G, + 1 cf. par 
ex. Milne [9, chap. III, proposition 4.11 I), la dualite entre E;“’ ‘.I et J(k), 
se reduisant a la dualite entre &k)q et J(k),, i.e. a l’autodualite de J(k),. 
Remarquons que Er’ = Ey2 car Ep2 est l’homologie en E:’ du 
complexe H (x ~ ) = oE;o;; ,z s,,E;, 2 2 ,$ + 2.1. Or Ez-- 2.’ = 0 puisque 
I - , :f+2.i =O-puisquc cd(k) = N+ 1. Les m&mes 
raisons ‘montrent plus generalement quc EF’ = ET2 = ET.2 = . . = E$‘, 
En raison des Cgalites 1.5, la filtration de H”“(X, /I(,) dtduite de la suite 
spectrale H*(k, H*(z, p,)) =S H*(X, pq) est a deux crans: H.“+‘(X, p,) = 
E,,.~E,+,xE,~,~=O et l’application surjective H” ‘(A’, py) 4 
,5.;;2 = Ef.2 a precisement pour noyau E,” , , = EC + ‘,I. Now sommes done 
ramenes A calculer E,T, ’ I. ‘. Nous avons 
car le terme Er,+,‘.’ est l’homologic en Er+ I.’ du complexe 
Er?;,’ I.’ - E: ’ I. - 0 
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2.2. LEMME. Le noyau Ez’ ‘*’ de l’application cunonique surjectioe 
H” + 2(,y, p,) + E4;2 = E$2 ‘v k*/(k*)Y s’ident@ au quotient de 
H” ’ ‘(k, J,) par I’irnage de d,“- ‘,2. En d’autrcs termes, lu suite 
0 - H”+ ‘(k, J,)/im d’! ‘.’ --P H” ’ ‘(A’, p,) -+ m--+ 0 (4) 
est exacte. 
Nous montrons maintenant que pour N = I, 2,3, Im d: ‘.’ = 0. 
(I ) N = I (par ex. k, = k est un corps p-adique): dans le cas ou X 
admet un point k-rationnel, la demonstration du fait que dT2 =0 est 
contcnue dans [ 1, p. 2371 en haut dans l’ttablissemcnt de l’inclusion 
E$’ 4 E;. ? 
(2) N=2: 
d;2: H’(k, p,) - H3(k, J4) 
I? 12 
k*/(k*)” j(k L, 
se factorise comme suit 
k*!(k*Y’- H’(X, p,) - j(k),,. 
d$2 est done nulle en vertu de l’exactitude de (3). 
(3) N=3: 
d22: H2(k, p(,) - H4(k, J,). 
II 
j(k), 
Le cup produit 
k*/(k*)V 0 k*/(k*)” - H’(k, p’s 0 /G,) 
I? 
H2k CL~) 
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est surjectif (ceci peut etre vu commc une consCquence du thtorkme bicn 
connu de Suslin Merkurev scion lequel l’application K,(k)/K,(k)” -+ 
H’(k, P,@,u,,) est bijective). d2 ,2 se relhe done en une application 2i.I de 
k*/(k*)Y@k*/‘(k*)’ dans j(k)II. D’aprtis la suite cxacte (3), les dcux 
applications partielles de k*j((k*)Y dans j(k) induites par ai.’ sont nulles 
et il en est de meme de leur composte a$2. Le thtorkme est ainsi &abli 
quand N = 1, 2. 3. 
Dans le cas g&n&al, pour N quelconque, j’ignore si I’application cup 
produit k*/(k*)qx ‘y .!!‘“‘” x k*/(k*)” + H”‘. ‘(k, p,) est surjective (il en 
sera ainsi dirs que l’on aura t3tabli la conjecture 1 de [S, chap. 11, p. 608). 
A dtfaut de cette surjectiviti, nous devrons procbder diffkremment et faire 
intervenir l’hypothese (ii) du thkorkme. 
2.3. LEMMF.. Sous I’hypothPse (ii), il existe une chaine d’isomorphismes, 
pour 1 <i<N- 1, 
H’(k, ,:J,)z H’+‘(k,,.J,,)... 2 H”(FJ,)- H.‘+‘(k,J,). 
Chacun de ces isomorphismes itant ohtenu au signe p&s en prrnunt ie cup 
produit par I’unformisante xi de ki. 
Rappelons que puisquc k, a tti: suppost contenir les racines q-iCmes de 
I’unitCt, Jy( 1) z .I,. 
Soit k,,, l’extension maximale non ramili&e de k. H’(k,,,, Jy) est 
isomorphe a J(k,,), 2: j(knr)(,. la dkmonstration &ant essentiellement celie 
de Ogg, [ 10. p. 191, lignes 19 et suivantes]. On peut supposer que tous les 
points d’ordre q de J(R) sont dans J(k) et m&me dans J(k,,) et vu la condi- 
tion (ii), on aura 
J(k),=J(k)~,~J(F)~,=J(~)<,= ... =J(kJ, 
La suite spectrale H*(F,y/F, H*(k,,, .I,,))= H*(kl J,,) donne alors de la 
m&me manikre que dans 1.1. pour 1 d id N -!- I, la suite exacte 
0 - H’(F, .I,,) A H’(k, J,) L H’ ‘(F, J,) - 0. 
Cette dernitre est scindie par 
H’ ‘(F, J4) - H’(k, Jy) 
Lb-- (- 1)’ ‘{i:‘(w), 7r}. 
Faisant i = N + I, puisque cd(F) = N, on obtient le dernier isomorphisme 
dans la chaine du lemmc, lcs autres s’obtenant de manitre analogue. 
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Dans le cas N= 1, I’isomorphisme H”(I;; Jy) = H’(k,,, J4) _Y H’(k, .I(,) est 
mentionne dans la preuve du lcmme 2.12 de [ I]. 
Les applications inverses aux isomorphismes du lemmc 2.3 jouent lc role 
de bord (ou applications “residues” cf. section 1.4, chap. II de [5]). 
Passons a la demonstration proprement dite du thtoreme pour le cas 
ou l’hypothese (ii) cst satisfaite. Pro&dons par recurrence; posons 
X,v = A’, X,v . , = X(mod rrV), . . . . Xi = Xi+ ,(mod rr,+ ,), . . . . X, = X,(mod rr,) 
ou n, designe I’uniformisante de k,, I < i< IV. Les courbes X, sont des cour- 
bes projectives, non singulieres, detinies sur lcs corps k,. Supposons qu’il 
existe pour 1 < id N une dualitt parfaite Hi+ ‘(Xi. , , p,) x H’(X,. ,, p,) + 
Hi+‘(Xi- I,py) entre les groupcs finis H’+‘(JY..,,p,) et H’(X,-,, p(,) et 
montrons qu’elle induit une dualite du memc type 
IT+ 2(xi, pu,) x H’(X,, p,) + Hi+ yx;, p,). 
Considtrons le diagramme de la Figure 1 dans lequel toutes les colonnes 
sont exactes. La dualite parfaite entre If’+ ‘(Xi._ ,, p,) et H’(X, ,, cc,) 
induit une dualite parfaite entre les deux morphismes 
H’(k,-,,J,)- Hi+‘@-- ,,pJ 
.@i 1) - H’(Xi 1: 11,). 
Comme le deuxieme est surjectif, le premier est injectif, d’ou la presence du 
0 en bas a gauche de la premiere colonne. 
L’isomorphisme H’(k,- , , J4) x .&ki- ,)q 2 Hi ’ ‘(ki, Jy) x &ki)y vicnt du 
lemme 2.3 et de l’hypothtse (ii) de bonne reduction mod (n,). L’exactitude 
de la troisieme colonne de la Figure 1 rtsulte du lemme 2.2 applique au cas 
N= i. Dans la Figure 1, le groupe kT/(kT)Y (resp. m) se scinde sous 
0 0 0 
; 
I 
m x k: ,/'(k,* ,)" 
i I 
m x k,*;(k?)y 
t I + I' 
I I I 1 
H'(k,m l,J,,) x 
T 
.$k, ,),, s ff'-'(k,,J,J x .f(k,), 
I I 
0 0 0 









II’- ‘(A’, , . p,) d-+ H’ ’ ‘(k,, p,,) 
+ T 
I 
H’(k,- I. J,) 7 ff’ ‘(k,. J,i 
7 
la forme k: ,/(k,*_ ,)” x ZiqZ (resp. km x p,,). On en deduit 
l’exstence d’une injection i de Hi+ ‘(A’... I1 cc,) dans Hi + ‘(Xi, p,) (resp. 
d’une injection J de H’+‘(X;- ,, p,) x H’(X,- ,, p,) dans H’+‘(Xi, pq) x 
#(A’,, /+),j induisant j sur la premiere composante et sur la deuxieme 
composante l‘injection H’(X, ,, ~,)cT, H’(X,, p,) induite par k:. ,/(k,* ,)4 
G kF/(kT)Y et l’isomorphisme j(k, ,& = J(ki),). j rend commutatif tous 
Its diagrammes de la Figure 2 (resp. j rend commutatif tous les diagrammes 
de la Figure 3). 
I1 en resulte I’injectivite du morphisme Hi ’ ‘(k,, Jy) -+ H’ ’ *(XI: p,) et la 
proposition suivante: 
2.4. hOPOSITION. Pour 1 Q i d N, la suite 0 --f Hi+ i(k,, Jy) -+ 
Hi+*(X,? p,) + k,y,!(k,*)“-+O est exucte et en duulitcG parfuite uwc la 














i I I 
Wk, 
I 
,,J,) x @-,)q = ff”‘Ck,.J,)x j(k,)+a 
I I 
0 0 0 
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suite exacte 0 -+ k,f+j(k,?)Y -+ H’(X,, p,) 4 j(ki)‘, + 0. La dualite entre 
HiA2(X,, p,,) et H’(X,, p,) est compatible anec la dualite entre 
Hi-‘(Xi 1, cl,) et H’(J’, 1, P,). 
Fin de la demonstation du theoverne 2.1. Le theoreme st vrai pour N= 1 
(2, 3) (il cst m&me vrai pour N = 0 comme on l’a deja remarque a la suite 
de l’enonce du theoreme 2.1). Comme la recurrence st complete, il est vrai 
pour i = N. 
2.5. COKOI.I.AIKE A LA PROPOSITION 2.4. Im dr- ‘.’ = 0. 
En effet, pour i= N, la suite exacte de la proposition 2.4 montrc que 
le noyau de l’application H’V+2(X, pu,) + Ez* = ET2 s’idcntifie a 
H” + ‘(k, J,), d’ou Et:+ I.’ N H”+ ‘(k, Jy) et Im dr I.‘= 0 par lc lcmme 2.2. 
2.6. Remaryues. (1) Pour la compatibilite des dualites entre 
Hi+ ‘(k,, Jy) et j(ki), d’une part, Hi(ki-, , Jy) et j(k, ,)q d’autre part, dans 
le cas i = I, nous renvoyons a la demonstration du lemma 2.12 p. 243 de 
Cll. 
(2) L’application i: H’+‘(Tf- ,, p,) + H’+*(Xi, p,) du diagramme 
de la Figure 2 admet un inverse a gauche: l’application surjective 
Hi+Z(X,,~,,)~H’+l(Xi_,,~y) duale de l’injcction H’(X,-,,p,)~ 
H’(X,, p,). L’application H” ’ ‘(X, p(,) + H”+ ‘(X,v- I, p,,) joue le role 
d’application “residue” (cf. Kato [S, section 1.4, p. 6191). Par composition 
on obtient une application surjectivc Hs+2(X, p(,) -+ H’(X,, Pi) duale de 
l’injection H’(X,, p,) CT H’(X, p(,). 
2.7. Conjecture. Compte tenu de I’observation qui precede le lcmme 2.3, 
nous pouvons conjecturer que le rtsultat 2.1 cst vrai VN saris l’hypothese 
(ii). 
2.8. Application au cas oti k est un corps p-adique (N = 1). Dans ce cas, 
le theoreme 9.2 de [13] ou le theoreme principal de [S] nous dit que 
Pit(X) est dual du groupe Br(X). I1 en resulte que le conoyau 
Pic(X)/q. Pit(X) de la multiplication par q dans Pit(X) est le dual du 
noyau Br(X), de la multiplication par y dans Br(X). La suite exacte 
0 -+ Pic(X)/q. Pit(X) + H2(X, p,) -+ Br(X), + 0 montre alors l’auto-dualite 
du groupe H’(X, p,). Comme par le theoreme 2.1, les groupes H3(X, p,) et 
H’(X, p,) son1 aussi en dualite parfaitc, on en deduit: 
hOPOSITION. Soient k un corps p-adique (dont le corps residue1 contient 
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les racines q-iemes de I’unite), X une courhe projectice non singuliere, 
geometriquement connexe, definie sur k. II existe alors un accouplement 
H’(X A,) x H4 ‘(X P(,) - H4(X P,) = K,, QGiG4, 
yui met en dualite parfaite les deux groupes .finis H’( A’, py) et H4 -- j( X, u,). 
III. UN T&CIRI?YE DU TYPE TATE--POITOU 
On garde les hypotheses et notations du theortme 2.1 de la section II et 
on designe par K le corps des fonctions de la courbe X. Pour i > 0, on pose 
III’(?) = Ker{ H’(K, ?) + JJ,:,@ H’(K,, ?)) ou ? est mis pour un Gal(K,Y/K)- 
module a&lien fini et X” dtsigne I’enscmble des points fern& de X. 
3.1. THI~OR~ME. Sous les hJpothPse du theoreme 2.1, les groupes 
III”+ ‘(uLy) et UI’(Z/qZ) sont finis et il existe un accouplement 
III N ’ 2(P(,) x ~‘(-mm -+ Z/yZ qui les met en dualite parfaite. 
Nous verrons que l’accouplement du theoreme 3.1 est induit par 
l’accouplement du thtoreme 2.1. 
Pour CE A”‘, K, est un corps local de dimension N + 1 au sens de 
Parshin-Kato. Par la proposition 1.2 dans laquelle on remplacera N par 
(N + 1) ou par Kato [7, thtoreme 1, section I], nous avons done des 
isomorphismes H”+‘(K,, u,) rr H”’ ‘(k(v), p,) 2: Z/yZ ou k(r) designe le 
corps residue1 de K,.. La suite de localisation s’kcrit 
. . . - ,,@. H;“‘(X, u,) - H” ’ ‘(X, /I,) - H.“+?K, u,) 
I? 
0 HS(4v), P,) : c fi’ (51 
Or Hr” (A’, p,) N H” ’ 2( K, , u,,) ‘v HN ’ ‘(k(c)% u,) 2 Z/qZ (dans le cas 
N= 1, ce sont les isomorphismes de Saito [ 12, p. 491). 
La suite exacte (5) prend alors la forme 
. . . - ,;$I~ H”(k(c), u,) 2 H” ’ *(X, u,) - HN+*(K, p,) 
- ,$I HN + ‘(Kc, P,) - H”’ 3(X cc,) (5’) 
I2 12 
@& (-w&n -2 Z/Q - 0. 
481/125.,1-13 
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D’oti la suite exacte 
(cy represente la fonction de Gysin) faisant apparaitre LUN+2(~,,) comme 
un quotient du groupe fini /I”‘-‘(X, p,). La suite duale (5’;;) de (5”) s’tcrit 
. . . n k(u)*/(k(u)*)” - H’(X: /.l,) - hii) -0 (9, 
CEXO 
car d’une part, k(r) itant un corps local de dimension N, on peut lui appli- 
quer la proposition 1.2 et HN(k(u), p,) est le dual de H’(k(r), cl,,) N 
k(v)*/(k(z~)*)~, d’autre part, par le theortme 2.1, H’(X, p,) est le dual de 
H”+2(X, p,). 
Le theoreme 3.1 sera ttabli ainsi une fois prouve 
--A 
32 LEMME . . . . UIN+’ (p,) est isomorphe Li LU’(p,) ‘v LU’(Z/qZ). 
De la suite spectrale de Lcray pour le morphisme spec KG X, on tire la 
suite exacte 
0 - H’(X P,) - H’(K P(,) - CB (-W%. 
12 I? L.c.@ 
wx -mZ) H’( K, Z/qZ) 
(6) 
Le noyau I.U’(pu,) de 
est done isomorphe au noyau de H’(X, p,) + flu, fl k(u)*/(k(v)*)“, c’est-a- 
dire a 6=(z par l’exactitude de (9’). 
3.3. COROLLAIRE. Les suites exactes 
0 HN’ 2W,, p4) - H”+2W, P,) - HYK;) - @ Hs) 
“Cfl CE fl 
(7) 
(7) est alors la suite duale de (7) comptc tcnu du fait que 
H” ’ ‘(K,., p,) 1 Z/qZ et H”(K,., cl,) sont duaux l’un de I’autre. 
3.4. Remarques. (1) Dans le cas N =O, i.e., k = li, IlIZ = 
lrI’(Z/qZ) N tII’(p,) = 0 1; la suite exacte (5”) de la demonstration du 
theoreme 3.1 se reduit a 
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et 
(7) provient de la conjonction de la suite exacte 0 -+ LII” +‘(py) + 
H”.+‘(K$ p,) + @I,-.~, If’+‘(J&, p,) qui definit LLI”+‘(py) et de 
/-----.- 
I’isomorphisme III.‘+ 2(,u,) z III’(K, p,) = Coker{ @ I F.x0 H%z) + 
..-------- 
H’(K PJf. 
L’epimorphisme dans (8) est induit par l’homomorphisme 
@ I’E x~ Z -+ rry”( X) de S. Lang dtlini par les substitutions de Frobenius et 
a image dense. 
(2) Dans le cas N = 0, le corps de base k,, n’ttant plus fini mais seule- 
ment quasi-fini du type C((t)), C ltant algtbriquement clos de caracteristi- 
que 0, la dualitt du thtoreme 3.1 est encore valable (cf. [2]). 
(3) Si it4 est un Gal(K,s/K)-module fmi dont I’ordre est premier a p. 
on peut par devissage se ramener au theoreme 3.1 et en deduire qu’il existe 
une duahtt: parfaite entre III 1vf2(K, M) et III’(K, &I) oti fi= Hom(M, G’,,). 
(4) Les suites exactes (7) et (?) ne peuvent se rabouter que dans le 
cas de l’auto-dualitt des H’(K,, py); i.e., dans le cas N = 0 et on retrouve 
alors la suite exacte de TateePoitou [ 14, chap. IL 6.31. 
3.5. Applications au cas N = 1. La suite exacte (5’) est essentiellement la
suite exacte reduite modulo q du theortme 4-( 1) de [7, p. 1193 d’ou 
I.Uj(p,) 2: (Z/qZ)’ oti r est le rang de X sur k introduit par S. Saito dans 
le chap. II de [ 123 (en particulier, si cy dans (5”) est surjective, r =O). On 
deduit alors du theoreme 3.1. 
3.5.1. COROLLAIRE. Sous Ies hypotheses du thboreme 2.1, si N = 1, 
III’(Z,!qZ) 2 (Z/qZ)‘. 
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K,(K) d @ k(c)*/‘(k(~)*)~ -t SK,(X)iySK,(X) --, 0 
I 
c c P 
I? 
Now allons maintenant donner une autre interpretation du sousgroupe 
UI’(Z/qZ) de H’(X, ,u,) (cf. lemme 3.2); dans la dualite entre H3(X, p,) et 
ff’(X, cl,), il correspond au quotient IJ13(p,) de H3(X, p(,) (cf. (5”). Soit 
e: SK,(X) -+ n:“(X) I’application de “reciprocite” de Bloch ct Saito (cf. [ 12, 
chap. II, n“ l] ou [ 11); dans la demonstration du lemme 5.3, chap. II de 
[ 121, Saito considere pour tout q > 0 la Figure 4 d’ou il dtduit l’existence 
d’une application 
cy: SK,(X)/qSK,(X) + nrfQ-)/q7t4”(X) 
( rr. H3(X, p,) par le theoreme 2.1) induite par g. Par la commutativite du 
carre de droite de la Figure 4, I’image de (TV coincide avec l’image de cq; le 
conoyau de (T,, est done isomorphc au conoyau de c, done A IJ.13(p,). rr 
induit (section II de [12] ou le diagramme de I’introduction de [12]) une 
application r: V(X) + T, oti V(X)= Ker{SK,(X) +Xorm k*} et T, designe 
le groupe des elements coinvariants du groupe de Tate de la Jacobienne J 
de X par l’action du groupe de Galois G = Gal(k”/k). Equivalement, puis- 
que X admet un point k-rationnel, T,; peut &tre dtIini par l’egalite 
nf”(X) 5 T, x G”“. Soit rq l’application V(X)/qV(X) --+ TojqT, induite par 
r; par la theorie du corps de classes local applique a k, les conoyaux des 
applications fsy, ‘sy, done aussi cq sont isomorphes. Si la caracteristique de 
k est supposee nulle (i.e. si k est un corps p-adique), le corollaire 4.3 du 
chap. II de [12] nous dit que l’image de r est linie et son conoyau 
isomorphe a la partie libre L 2 Z’ de To. Or, L est aussi isomorphe a la 
partie libre du groupe de Tate T(j(k)) de j(k). Par construction m&me de 
ce groupe, si q est premier, r represente le nombre d’eltments qui apparais- 
sent comme q-iemes composantes dans la limite projective TY(j(k)) done 
aussi le nombre d’eltments de j(k)y qui sont divisibles dans j(k) (i.e., sont 
dans m.&k) pour tout m). On en dtduit: 
3.5.2. hOPOSITION. Outre Ies hypoth&e.s du theore!me 2.1, supposons k 
de curactbristique nulle (i.e., k p-ndique) et l’entier q premier. DPsignons par 
div(j(k),,) Ie sowgroupe de j(k)% constifue des c%?ments qui sont divisibles 
duns j(k). En particulier, # div(J(k),) = r. A l’aide du point k-rationnel de 
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X, identijions H’(X, p,) avec k*/(k*)qxj(k),. Alors dans la dualit& du 
thPorPme 2.1 entre H3(X, p,) et H’(X, pqk, le quotient rU’(p,) de H3(X. p,) 
correspond au sous-groupe div(j(k),) de J(k),. 
3.5.3. COROI.I.AIRE. LLI’(Z/qZ) z div(&k),) pour q premier. 
IV. UNE SUITE E~ACTE J~OMXJE DU TYPE DE TATE CAS N= 1) 
Pour N = 1, la suite exacte (5’) de localisation se prolongc sur la gauche 
en la suite 
0 - Br( X), - Br( K)Y - @ k(c)*)” - H3(X, p,) 
I‘E 14 
- H3(K p,) - 0 H3W,., P,) - puy - 0. (9) 
ccfl 
Compte tenu des rtsultats des sections 2 (corollaire 2.12) et 9 de [ 133 
(cf. aussi le no 2.8 prtddent), la suite exacte duale de (9) s’bcrit 
O- Z,‘qZ- n H’(K,,p,)- -Hm- H’(X,p,) 
I. c x(1 
- n k(c)*/(k(v)*)Y --+ C,iqC,- Pic(X)!q Pit(X) - 0. 
I‘F x” 
$) 
(Remarquons que si U, disigne lc groupc des unit& de K,, U,. jr;: 2 
k(v)*/(k(c)*Y). La fl&zhe H’(X, cl,) + n,.,.” k(v)*/(k(v)*Y dans (9) es! 
A 
aussi la flkche de gauche de la suite exacte (5 )“. C’, = groupes des classes 
d’idtYes de K). 
De man&e analogue, si S est un ensemble lini de places de X, 
c’= X - S, G,s le groupc fondamental de CJ, nous avons la suite exacte de 
localisation (9).% et sa duale a 
. . . @ k(v)*i(k(c)*)* - H3(X, p,) - H3(G,, ,u,) 
,,e s 
- L!s H3K P,) + p4 - 0, (9)s 
Y---Y. 
- fl k(v)*j(k(v)*)Y- . . . . 
I: F s 
Puisque S est fini, n,.,, k(v)*/(k(v)*)4 et eCES k(v)*/(k(v)*)” sont 
isomorphes et auto-duaux dans la dualit de Tate des corps locaux de 
196 JEAN-CLAUDE DOUAI 
FIWJRL? 5 
dimension 1. A la man&e de Tatc, nous pouvons raboutera et (9)s de 
faqon g obtenir: 
4.1. TH~CH&ME. La suite longue de la Figure 5 est exacte. De plus, duns 
le diugramme de la Figure 5 la ligne inferieure est la duale parfuite de lu 
ligne supbrieure, le terme mPdian @ L‘t s k(c)*j(k(v)*)Y Aunt auto-dual. 
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